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In this work we develop a collision-dominated sheath model which includes the well known
macroscopic models as extreme cases. We set up a description of the charge carriers with the help
of the velocity distribution. In order to fulfil the microscopic boundary conditions at the wall we
split up the velocity distributions into two parts. A basic set of new transport equations arises which
differ from the usual equations by a correction term in the momentum transfer equations. Because
of this splitting up of the velocity distribution we are able to take into account exactly specular
reflection of the electrons at the wall. In a good approximation our results can also be obtained
from the usual equations, if a suitably fitted factor is introduced into the electron boundary con-
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dition. at the wall.

1. Einleitung

Eine Vielzahl von Plasmen wird in geschlossenen
GefiBen erzeugt. Das Plasma kommt mit Winden
oder Elektroden in Berithrung. Absorption, Re-
flexion und Emission von Ladungstrigern an der
Wand gewinnen an Bedeutung; es entsteht das Pro-
blem der Grenzschicht Plasma — Wand.

Durch den Kontakt eines Plasmas mit einer lei-
tenden oder isolierenden Wand werden die Eigen-
schaften des Plasmas beeinflulit. Wir wollen diesen
EinfluB} als Stérung des Plasmas auffassen. Insbeson-
dere denken wir dabei an die Stérung durch eine
Sonde, die zu diagnostischen Zwecken in das Plasma
eingebracht wird. Hierbei wird die Ausdehnung der
Storung durch die Sonde moglichst klein gehalten.
Mit wachsendem Abstand von der Sonde nimmt die
Storung ab und kann schlieBlich im Innern eines
geniigend ausgedehnten Plasmas vernachlassigt wer-
den.

Fiir unsere Anwendung interessieren wir uns fiir
die Storung der Dichte und der Temperatur der
Ladungstriager, sowie fiir die Storung der Quasi-
neutralitit. Diese makroskopischen Effekte sind ver-
bunden mit dem mikroskopischen Effekt der Stérung
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der Geschwindigkeitsverteilungsfunktion der La-
dungstrdager. Als Grenzschicht bezeichnen wir den
gesamten Bereich, in dem eine dieser aufgefiihrten
Plasmaeigenschaften gestort ist. Da die Stérung zum
Plasma hin im allgemeinen asymptotisch abklingt,
konnen wir fiir die Grenzschicht keine exakte Aus-
dehnung, sondern nur eine charakteristische Lange
angeben.

Die urspriingliche Definition der Grenzschicht
(sheath) von MoTT-SMITH und LANGMUIR ! erfaf3t
ausschliefllich den Storbereich der Quasineutralitat.
EckerR und McCLURE ? erweiterten diese Definition
durch Einbeziehung der Dichte- und der Temperatur-
storung. Solche Stérungen treten vor allem bei einer
Wand auf, deren Ausdehnung wesentlich grofler ist
als die freie Wegldnge der Ladungstrager.

In unserer Arbeit untersuchen wir die Grenz-
schicht vor einer Wand in einem schwach ionisierten,
stoflbestimmten Plasma. Die Ausdehnung der Wand
und die Ausdehnung der Grenzschicht sollen sehr
gro sein im Vergleich zur freien Weglange der
Ladungstriger. Dies ist vor allem bei geniigend ho-
hem Druck der Fall.

Eine Reihe von Arbeiten liegt zu dieser stof-
bestimmten Grenzschicht vor!™!!. Im allgemeinen
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wird die Bewegung der Ladungstrager im stol3-
bestimmten Bereich der Grenzschicht mit Hilfe der
tiblichen makroskopischen Transportgleichungen fiir
die Dichte, die mittlere Geschwindigkeit und gegebe-
nenfalls fir die Energie beschrieben!™®. Hierbei
werden folgende wichtige Eigenschaften des Plasmas
vorausgesetzt 12:

schwach ionisiertes Plasma,

schwache Anisotropie der Geschwindigkeits-
verteilung der Ladungstréger,

schwache Inhomogenitét des elektrischen
Feldes und der Teilchendichte

und zum Teil

Quasineutralitat,
konstante Elektronentemperatur.

Die Voraussetzung schwacher Anisotropie ist un-
mittelbar vor einer Wand, die alle Ladungstriger
absorbiert bzw. neutralisiert, immer verletzt; auch
an der Grenze zu einer stof3freien Zone, die haufig
in der Literatur eingefiihrt wird > 5, ist diese Voraus-
setzung zumindest fiir die im elektrischen Feld auf
die Wand zu beschleunigten Ladungstrager falsch;
hier sind die Geschwindigkeitsverteilungen der La-
dungstrdager vollkommen gerichtet und die iiblichen
makroskopischen Transportgleichungen sind nicht
mehr anwendbar. Aulerdem liefern die Eigenschaf-
ten der Wand keine Randbedingungen fiir die makro-
skopischen Transportgleichungen, sondern nur fir
die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion. An einer
vollstandig absorbierenden und nicht emittierenden
Wand z. B. verschwindet die Geschwindigkeitsvertei-
lungsfunktion fir alle Geschwindigkeiten, die von
der Wand weggerichtet sind.

Die vorliegenden makroskopischen Grenzschicht-
modelle ' sind nur in bestimmten Parameterberei-
chen anwendbar, in denen die angefiihrten Voraus-
setzungen brauchbare Naherungen darstellen. Die
Giiltigkeitsbereiche dieser Modelle werden charak-
terisiert durch die relative Grofle der Liangenpara-
meter

Debye-Lange der Elektronen ip,
freie Weglange der Ladungstrager 4,
Diffusionslange ADif -

Die Diffusionslinge stellt eine charakteristische

Lénge fiir den Dichteabfall bei der ambipolaren Dif-

fusion dar und lautet in den Spezialféllen

12 P, WaHLE u. K. G. MULLER, DLR-Forschungsbericht 69-08
[1969] (Herausgeber: ZLDI, Miinchen 86, Postfach 880).
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ebene Geometrie mit Ionisation:

Apit = A1on » (1)
kugelsymmetrische Geometrie ohne Ionisation:
Ipit=R. (2)
Hierbei bedeuten:
AMon = VD;,;/ZIO,, die Ionisierungslinge,
R den Radius der kugelformigen

Wand,
Aton die Tonisationsrate,
Dy = (be Di+b; D) /(b.+b;) den ambipolaren

Diffusionskoeffizienten,

be, b; die Beweglichkeiten und
D., D; die Diffusionskoeffizienten der
Ladungstrager.

Die Indizes e, i kennzeichnen Elektronen und Ionen.
Im Modell ,,Fall hoher Tragerdichte®

Ap <A < lpi (3)

werden unter Annahme von Quasineutralitat die
Transportgleichungen vom Plasma her zur Wand
verwendet bis zu der Stelle, an der der makrosko-
pische Ionenstrom I'; gleich wird dem thermischen

Sattigungsstrom:
—anlith 1/ kT
Ii=a;n _alnl/2nm1. (4)
Es bedeuten
n=n;=ne (3)
die Dichte,
Vth = Véﬁ/'t m  die thermische Geschwindigkeit,

T die Temperatur,
m  die Masse.
Zur Wand hin schliefit sich dann an eine stoffreie
Raumladungszone vernachldssigbarer Ausdehnung,
iiber der der thermische Elektronenstrom gleich wird
dem zur Wand flieBenden Elektronenstrom:
) AU kTe e AU
I'.=a, n;;ﬁ! exp {FITT:} =aen 1/2 = "eler exp {m}
(6)
Damit Gln. (4) und (6) gleichzeitig erfiillt werden

konnen, ist eine Spannung AU iiber der Raum-
ladungszone erforderlich, durch die die Elektronen-
dichte verkleinert wird. GIn. (4) und (6) gelten fiir
eine negative Spannung der Wand gegeniiber dem
Plasma. Der Koeffizient a beschreibt Abweichungen
von der Maxwell-Verteilung der Ladungstrager. Fiir
eine volle Maxwell-Verteilung gilt

(7)

a=1,
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fiir eine halbe, auf die Wand gerichtete Maxwell-

Verteilung

a=2. (8)
Im Modell ,,Kontinuumsfall“
A << dp <ipig (9)

bildet sich die Raumlandung schon viele Weglidngen
vor der Wand aus. Die Transportgleichungen kénnen
bis unmittelbar vor der Wand verwendet werden.
Hier gelten die Randbedingungen
ni=0. (10,11)
In einem Parameterdiagramm laft sich der Giil-
tigkeitsbereich dieser beiden Modelle angeben (siehe
Abb. 1). Die Grenzen berechnen sich aus den Be-

schrankungen fiir die Transportgleichungen und aus

der Definition der beiden Modelle 12.

ne=0,

schwach
ionisiertes
Plasma

N
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|
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Abb. 1. Giiltigkeitsbereich der Grenzschichtmodelle fiir den
kugelsymmetrischen Fall ohne Ionisation. Unser Modell: stark
umrandet. Modelle im ,,Fall hoher Trégerdichte und im
»Kontinuumsfall“: schraffiert. Parameter: T';/T¢=0,1.

Es ergeben sich also in dem Parameterdiagramm
zwei voneinander getrennte Bereiche, in denen die
bisherigen Grenzschichtmodelle Giiltigkeit haben. Die

* Wir versehen die Funktionswerte an der Wand mit dem In-
dex W und diejenigen im ungestérten Plasma mit dem In-
dex 0.
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Grofle der Bereiche ist von der Genauigkeitsforde-
rung abhingig. Hinzu treten jedoch noch die Be-
schrankungen, die durch die verwendeten makro-
skopischen Randbedingungen (4), (6) bzw. (10),
(11) eingefiihrt werden. Die Beschrinkungen wur-
den bisher noch nicht untersucht.

Es erheben sich nun zwei Fragen:

1. Wie gut wird eine Grenzschicht im jeweiligen
Giiltigkeitsbereich von den vorliegenden Modellen
beschrieben?

2. Wie kann der Bereich zwischen den Giiltigkeits-
bereichen erfaflt werden?

Diese Fragen konnen nur mit Hilfe einer allge-
meinen Theorie beantwortet werden, die den ,,Fall
hoher Trigerdichte“ und den ,,Kontinuumsfall“ als
Grenzfille enthalt. Eine solche Theorie muf} vor al-
lem den Ubergang Isotropie — Anisotropie korrekt
beschreiben, so da} die mikroskopische Wandbedin-
gung

fwi,v1) =0fw(vi, —v1); v1>0 (12)
erfiillt wird. Hierbei bedeuten
fw Geschwindigkeitsverteilung an der Wand *,
v); Geschwindigkeitskomponente parallel zur Wand,
v Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand
(vL >0 kennzeichnet von der Wand wegfliegende
Ladungstrager),
0 Reflexionskoeffizient.

Wird die Grenzschicht mit Hilfe der Verteilungs-
funktionen der Ladungstrdger beschrieben, so laft
sich die Randbedingung unmittelbar erfiillen. Zur Be-
rechnung der Grenzschicht miissen dann jedoch die
Boltzmann-Gleichungen fir die Ladungstrager und
die Poisson-Gleichung simultan gel6st werden.

BERNSTEIN und RABINOWITZ !3 wendeten dieses
Verfahren auf die stoBfreie Grenzschicht um eine
kugelformige Sonde an. Sie spalteten die Geschwin-
digkeitsverteilungsfunktion auf in zwei Anteile, wo-
durch die auf die Sonde zufliegenden Teilchen von
den von der Sonde wegfliegenden Teilchen unter-
schieden werden.

WASSERSTROM, SU und PROBSTEIN 1° und CHOU,
TALBOT und WiLLIS !! erweiterten dieses Verfahren
der Aufspaltung der Verteilungsfunktion unter Be-
riicksichtigung von StoBen. Die beiden Anteile der
Geschwindigkeitsverteilung existieren nur in einem
bestimmten Winkelbereich, der Betrag der Geschwin-

13 1. BERNSTEIN u. I. N. RasiNnowirz, Phys. Fluids 2, 112
[1959].
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digkeiten in diesem Winkelbereich zeigt eine Maxwell-
Verteilung. Mit Hilfe dieser Aufspaltung der Ge-
schwindigkeitsverteilungsfunktion lassen sich aus der
Boltzmann-Gleichung Transportgleichungen ableiten,
die gegeniiber den iblichen Transportgleichungen
Korrekturterme besitzen. In Anwendung auf eine
stoBbestimmte Grenzschicht (A < R) werden diese
Korrekturterme jedoch nur in einem Abstand von
der Sonde wirksam, der sehr viel kleiner ist als die
freie Weglange 1. Dieses Ergebnis ldfit sich physi-
kalisch nicht realisieren. Die Rechnungen von Was-
SERSTROM u. a. und CHOU u. a. liefern also im Be-
reich der stoBbestimmten Grenzschicht unphysikali-
sche Korrekturterme.

Fir die stoflbestimmte Grenzschicht existiert da-
her noch kein brauchbares Modell, in dem einerseits
die mikroskopischen Randbedingungen erfiillt wer-
den, aus dem andererseits die iiblichen makroskopi-
schen Transportgleichungen in bestimmten Para-
meterbereichen als Grenzfille hervorgehen.

2. Gegenstand der Untersuchung

Wir betrachten ein ruhendes, stationares Plasma
aus Elektronen (Index e), einfach geladenen Ionen
(1) und Neutralteilchen (n). Der Ionisationsgrad sei
so gering, da} Stolle der Ladungstrdger untereinan-
der vernachlassigbar sind gegeniiber den Stofen
der Ladungstrager mit den Neutralteilchen, und daB3
die Partialdriicke p. und p; vernachlassigbar sind
gegeniiber dem Neutralgasdruck p,. Wir identifizie-
ren also den gesamten Druck p mit dem Neutral-
gasdruck p,. Temperatur T, sowie Druck p, des
Neutralgases seien konstant, ebenso die Elektronen-
temperatur 7', mit

T.2T;,T,. (13)
Den Einflul von Magnetfeldern schliefen wir aus.

Bei unserer Untersuchung unterscheiden wir die

drei verschiedenen Bereiche:

ungestortes Plasma, Grenzschicht, Wand.
Wir beschranken uns auf Grenzschichten, in denen
die Ladungstriger viele St6fe der Neutralteilchen
erleiden.

Im ungestorten Plasma verschwindet der Einflul
der Wand auf die Plasmaeigenschaften. Das Plasma
ist quasineutral, Elektronen- und Ionendichte stim-

14 P, WAHLE u. K. G. MULLER, DLR Bericht Nr. 902 [1969]
(Herausgeber: ZLDI, Miinchen 86, Postfach 880).
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men iiberein und werden durch Volumenionisation
und -rekombination bestimmt. Raumladung und Teil-
chentransport sind vernachlassigbar.

In der Grenzschicht macht sich der Einflufl der
Wand bemerkbar; die Plasmaeigenschaften gehen
von den Werten im ungestorten Plasma zu denen
an der Wand iiber. Hiermit ist eine zur Wand zu-
nehmende Diffusion verbunden. Der Einflul von
Volumenionisation und -rekombination verliert an
Bedeutung. Durch Ladungstrennung wird ein elek-
trisches Feld aufgebaut, das die Grenzschicht wesent-
lich mitbestimmt. Die Wand beeinflult das Plasma
unmittelbar durch Absorption bzw. Neutralisation,
Reflexion und Emission der Ladungstriger. Emis-
sion schliefen wir aus. Im allgemeinen kann die
Wand die Funktion einer Elektrode iibernehmen
und einen elektrischen Strom aufnehmen, der iiber
einen dufleren Stromkreis abgefiihrt wird.

Bei gegebenen Eigenschaften des Plasmas und der
Wand besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwi-
schen dem elektrischen Strom und der elektrischen
Spannung iiber der Grenzschicht, die sogenannte
Strom-Spannungs-Charakteristik der Grenzschicht.
Wir beschrinken uns auf den Fall negativer Span-
nung der Wand gegeniiber dem Plasma.

Ist die zur Wand senkrechte Ausdehnung der
Grenzschicht klein gegeniiber den Wanddimensionen,
so kann die Grenzschicht unabhingig von der tat-
sachlichen Geometrie als ebenes Problem berechnet
werden. Anderenfalls geht die Geometrie der Wand
in die mathematische Formulierung ein. Im einzel-
nen untersuchen wir das kugelsymmetrische, das
zylindersymmetrische und das ebene Grenzschicht-
problem. In diesen Fallen hidngen alle Plasmaeigen-
schaften nur von der Ortskoordinate r senkrecht zur

Wand ab.

3. Modell

Die mikroskopische Beschreibung unseres Grenz-
schichtmodells beruht wie bei den oben beschriebe-
nen mikroskopischen Modellen auf einer Aufspaltung
der Geschwindigkeitsverteilungen fiir Elektronen und
Ionen in zwei Anteile* 15, Jeder dieser Anteile ist
eine Losung der Boltzmann-Gleichung und beschreibt
somit einzeln im Gegensatz zu den eben diskutierten
Modellen von WASSERSTROM u. a. und CHOU u. a.

15 K. G. MULLER u. P. WAHLE, Contributed Paper of the VIII.
International Conference on Phenomena in Ionized Gases
1967, Vienna.
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das physikalische Verhalten von geladenen Teilchen.
Wir beschrianken uns von vornherein auf stof3-
bestimmte Grenzschichten (4 < R). Ein Ubergang
zur stoBfreien Schicht (4 3> R) ist in diesem Modell
nicht enthalten.

3.1. Ansatz

Wir gehen davon aus, dafl im iberwiegenden Teil
der stoBbestimmten Grenzschicht die Geschwindig-
keitsverteilungen der Ladungstriger schwach aniso-
trop sind und daf} dort daher die iiblichen makro-
skopischen Transportgleichungen giiltig sind.

Im Bereich einiger mittlerer freier Wegldngen vor
der Wand werden die Verteilungen auf Grund der
Teilchenabsorption an der Wand stark anisotrop.
Diesen Ubergang von der schwachen zur starken
Anisotropie wollen wir durch eine Korrekturvertei-
lung beschreiben.

Wir spalten dazu die gesamte Verteilungsfunktion
jeder Ladungstragerkomponente in zwei Anteile f;
und f, auf. f; stellt eine schwach anisotrope Vertei-
lungsfunktion dar, die in der gesamten Grenzschicht
bis zur Wand existiert. Sie enthélt jedoch nahe der
Wand Teilchen, die tatsachlich nicht vorhanden sind,
da sie an der Wand absorbiert wurden. Es sind dies
Teilchen, die sich in Richtung Wand — Plasma be-
wegen.

Wir korrigieren diesen Fehler durch Einfithrung
einer Verteilung mit negativer Dichte, die gerade die
in f; zuviel beriicksichtigten Teilchen kompensiert.
Unser Ansatz lautet also

f=fi+fs f2<0.

Die Teilchen von f; konnen wir mit den iiblichen
Transportgleichungen korrekt beschreiben. Von der
Verteilung f, kennen wir den Zusammenhang mit f,
an der Wand, der durch die mikroskopische Wand-
bedingung (12) gegeben ist. Diese sagt aus, da} fow
alle in Richtung Wand — Plasma fliegenden, nicht re-
flektierten Teilchen kompensieren muf3:

few(i,v1) = — (1-9) fiw(vi,v1) 5 v1>0. (15)

Mit dieser Darstellung der Wandbedingung konnen
nur die elastisch reflektierten Teilchen erfaB3t werden.
Bei emittierten oder reemittierten Teilchen mit Wand-
temperatur ist der Zusammenhang kompliziert (siehe
auch GrROss, JACKSON und ZIERING 16).

mit

(14)

18 E. P. Gross, E. A. JACKSON u. S. ZIERING, Annals of Phys-
ics 1,141 [1957].
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Damit ist an der Wand die Verteilung fow auf
die Verteilung fiw zuriickgefiihrt, und wir erhalten
fiir die gesamte Verteilungsfunktion (14)

fw=hw v1 <0,
fw=90fw vl >0.

Mit den Gln. (14) und (15) ist jedoch die Aufspal-
tung von f noch nicht eindeutig festgelegt; wir kon-
nen noch eine im Rahmen der Voraussetzung belie-
bige Verteilung f;w an der Wand vorgeben. Wir
machen daher fiir unser Modell noch die zusétzliche
Annahme, daf} f;w eine isotrope Verteilung darstellt.
Die f;-Teilchen transportieren also an der Wand
keinen Strom:

(16)

Fow=1, (17)

fow ist dann die zugehorige Halbverteilung mit von
der Wand weggerichteten Geschwindigkeiten. Fiir
unser numerisches Beispiel verwenden wir eine Max-
well-Verteilung

fiw=nw (2“,,—";7)% exp {— 5% (vi2+ vL2)} ,
(18)
fow=— (1-0) mw (55%) " (19)

m

" exp { 25T (VI +v12)} .
Wir haben hierbei die Wandbedingung (15) ver-
wendet.

Mit dieser Festsetzung (17) erreichen wir, dal}
bei fehlender Reflexion (0 =0) die gesamte Vertei-
lung vollstandig gerichtet ist und daBl bei vollstin-
diger Reflexion (0 =1) eine isotrope Verteilung vor-
liegt, so als wire die Wand nicht vorhanden. Dies
liefert ein physikalisch sinnvolles Bild der Vorgénge
an der Wand.

Wir wollen jetzt das Verhalten der f,-Teilchen auf
dem Weg von der Wand ins Plasma verfolgen.

Die Ladungstriger bewegen sich im elektrischen
Feld der Schicht in Richtung Wand — Plasma und er-
leiden StoBe mit den Neutralteilchen. Wir machen
nun die realistische Annahme, daf} die Ladungstra-
ger nach jedem Stof} eine isotrope Geschwindigkeits-
verteilung besitzen und zu den Teilchen der f,-Vertei-
lung gerechnet werden konnen. Dieser Prozef} fiihrt
zum Abbau und schlielich zum Verschwinden von f,.

3.2. Berechnung von f,

Nach unserer Annahme fiihrt jeder Stof} eines f,-
Teilchens zu einem Verlust fiir f,. Im StoBglied der



530

Boltzmann-Gleichung

dfy of, q,E afl
'aiz"zv'ar+'”7 v :—sz (20)

tritt damit nur der Verlustterm auf.

Hierbei ist ¢ = +e fiir Ionen, ¢= —e fir Elek-
tronen zu setzen. Unter Verwendung der Bedingung,
daB f, an der Wand eine Halbverteilung darstellt,
erhalten wir die Losung

0 = o}/ 2900 ) e — 0
(21)

oder im Falle einer halben Maxwell-Verteilung

(22)
}exp{——fvdt} .

nyw ist die Teilchendichte an der Wand. Die Integra-
tion iiber die StoBfrequenz erstreckt sich iiber die
Teilchenbahn von der Wand bis zur Stelle r. Zur
Vereinfachung setzen wir die Zahl der St6fe eines
Teilchens auf dem Weg ins Plasma proportional zu
seinem senkrechten Abstand von der Wand:

1-96 m \*
140X} = — B iy (ﬁzr)

2
“exp {— '2'-':7[1)2+ jng (U—Uw)

f‘l’dt: (T—Tw)‘n//‘l. (23)

n ist der Normalenvektor in Richtung Wand —
Plasma.

Der Term exp (T —Ty) ‘M/4 erweist sich als cha-
rakteristischer Faktor fiir den Ubergang anisotrop —
isotrop durch Stofle in einem Bereich von einigen
freien Wegldngen vor der Wand. In den Schicht-
modellen von WASSERSTROM u.a.!?, sowie von
CHOU u. a. ! fehlt dieser Faktor.

Bei schwachen elektrischen Feldern kann der Term
mit (U—Uy) im Exponenten vernachlassigt wer-
den. Diese Vernachlassigung werden wir im Falle
der Ionen verwenden. Bei hohen elektrischen Fel-
dern dagegen fithren die Ionen eine Driftbewegung
aus, die proportional zu der Wurzel aus der elektri-
schen Feldstirke ist und bei der sich praktisch eine
gerichtete Geschwindigkeitsverteilung der Ionen auf
die Wand zu einstellt. In diesem Falle eriibrigt sich
die Korrekturverteilung; schon viele freie Wegléan-
gen vor der Wand besitzen die Ionen eine gerichtete
Verteilung.

Im folgenden setzen wir an der Wand fiir f; eine
volle und damit fiir f, eine halbe Maxwell-Verteilung
voraus.

K. G.MULLER UND P. WAHLE

3.3. Berechnung von ny und Iy

Aus der Korrekturverteilung f, der Gl. (20) las-
sen sich die Teilchendichten n, und die Stromdichten
I’y berechnen. Mit einer Radialkoordinate r senk-
recht zur Wand finden wir

J=d —
ny(r) =ff2 A= — _ 5 w exp {— r*;_r“‘}

1+
exp {5 U -Uw) H{1-@ ()35 W-Uw) )}
(24)
Iy(r)=fv) fodP= — %nw %hexp {— r'/.'r‘z},
(25)
wobei wir fiir die Ionen
U—Uwy=0 (26)

verwenden. @ kennzeichnet die Fehlerfunktion, vy,
die thermische Geschwindigkeit (6).

Nach unserer Voraussetzung stellen an der Wand
/1 eine volle, f, eine halbe Maxwell-Verteilung dar.
Der gesamte Strom an der Wand wird dabei durch
fo transportiert:

I'y=Tsy (27)
oder mit (25)
13
Iy=— 5wy (28)

Diese sich aus unserem Modell ergebende Wand-
bedingung (28) besitzt die Form der makroskopi-
schen Wandbedingung (4).

4. Verallgemeinerte Transportgleichungen

Wir gehen aus von den iiblichen Bewegungsglei-
chungen fur die f;-Teilchen, wie sie sich fiir schwach
anisotrope Geschwindigkeitsverteilungen als zweite
Momentengleichung aus der Boltzmann-Gleichung
ergeben. Diese Gleichungen sind wegen der Voraus-
setzung fiir die f;-Teilchen in der ganzen Schicht an-
wendbar. Die Bewegungsgleichung der Ionen erwei-
tern wir fiir die Bewegung in hohen Feldern unter
Verwendung einer feldstirkeabhidngigen Beweglich-
keit (siehe auch FrRosT 17). In diesen beiden Bewe-
gungsgleichungen eliminieren wir die Dichten und
Stromdichten der f;-Teilchen durch die entsprechen-
den Groflen der fo-Teilchen und der f-Teilchen und

erhalten nach Normierung **

17 L. S. FrosT, Phys. Rev. 105, 354 [1957].
** Gleichungen in den normierten Groflen kennzeichnen wir
durch ein n neben der Gleichungsnummer.
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d d
—neE— d";.e =Fe* (n92E+ 'Z(:z +Fe2)’
(29 n)
mE dni _po (_r2E L dme o
telE]l o _F'+(V1+a]E|“‘ dr _F12)'
(30 n)

Hinzu treten die beiden Kontinuitétsgleichungen fiir
die Elektronen und Ionen

1 d d

vé dr rgre= T:‘(Alon_ARec% (31n)

1 d di

o Ti= 5 (dm—dre)  (321)
die Poisson-Gleichung

1d 1

*r;ar‘E= T (n;—ne) (33 n)

und der Zusammenhang zwischen dem Potential und
der elektrischen Feldstarke

dU/dr= —E. (34 n)
Der Parameter ¢ charakterisiert ebene (¢=0), zy-
lindersymmetrische (¢=1) und kugelsymmetrische
(¢=2) Geometrie. Zur Normierung haben wir die
charakteristischen Groflen verwendet:

Lénge: At 5 (35)
Dichte: ng, (36)
Elektronenstromdichte: D, ng/pis , (37)
Ionenstromdichte: D; no/2pis-T/T; , (38)
elektrische Stromdichte: e D, ng/Ap;s , (39)
Potential : kTe/e, (40)
elektrisches Feld: kT./elpit, (41)
Tonisationsrate: Aton o (42)

und die folgenden Abkiirzungen:
pe= Ty Ty, (43)
d=Di/D., (44)

d-+t

deZD(-z/Dam= d(f-?—?)’ (4‘5)
di=Di/Dun= 4, (46)
le,i=2e,i/ it » (47)
Ip = 2p/vis » (48)
lIon = 210n/lDif ) (4‘9)
a=0,343 I/t . (50)

Fiir beide Tragersorten benutzen wir die Einstein-

Beziehung D/b =k T/e.
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Die normierten Gln. (29) — (34) stellen ein ge-
wohnliches Differentialgleichungssystem sechster Ord-
nung fir die unbekannten Ortsfunktionen n., n;,
I'., I';, E, U dar. Die sechs Integrationskonstanten
koénnen durch folgende Maflnahmen festgelegt wer-
den:

1. Vorgabe eines Stromes bzw. einer Stromdichte;
an der plasmaseitigen Begrenzung der Schicht:

2. Vorgabe der Dichte,

3. Vorgabe des Potentials,

4. Forderung der Quasineutralitat;
an der wandseitigen Begrenzung der Schicht:

5. Vorgabe des Ionenstroms,

6. Vorgabe des Elektronenstroms.

Die Strome an der Wand werden durch die Wand-
bedingung (27) gegeben.

5. Anwendung auf die Kugelsonde

5.1. Gleichungssystem

Wir wenden das Gleichungssystem (29 n) — (34 n)
auf die Grenzschicht um eine Kugelsonde an und ver-
nachlédssigen die Ionisations- und Rekombinations-
prozesse. Dieses Modell wird in der Literatur am
héufigsten behandelt und eignet sich deshalb am
besten zum Vergleich der Resultate. Der Ubergang
zu einer anderen Geometrie und die Beriicksichti-
gung von lonisation und Rekombination birgt keine
neuen Probleme in sich.

Wir setzen e=2 (51)

AIonZA'Rec:O (52)

in das Gleichungssystem ein und fiihren statt der
Radialkoordinate die Grof3e

und

o=1/r (53 n)
und statt des elektrischen Feldes die Grof3e
F= —r?E (54 n)

ein. Wegen (52) lassen sich die Kontinuitdtsglei-
chungen (31 n) und (32 n) unmittelbar integrieren.
Wir erhalten so die konstanten Teilchenstrome

J.=rT, (55 n)
Ji=r2T}; (56 n)

Unter Verwendung dieser neuen Groflen lautet das
Gleichungssystem:

d dne
ne F + *d';e— —Jo+ (nee F + fg; —Jeg>, (57n)
~ mF dni Y dniz .
— Vv trag = It (S Ve e k) (58n)
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Ip?o*-dF/do=ni—ne, dU/do= —F.

K.G.MULLER UND P. WAHLE

(59 n, 60 ny

Aus den Gln. (24), (25) finden wir fiir die Korrekturgroflen:

1—de

ne2(@) = — 50 Mew exP{— lle (,1; —l)} exp{U - Uy} {1-D(VU-Uy)},

1—6;

i 1
ni2(Q) = — |5 miw exp {“ ’l',’(

1

1-§ 4 1
Jo(e) = — 172220 4 Lexp {

7 le

1—48i niw

Wir miissen noch die Randbedingungen entsprechend
unseren Uberlegungen auf S. 531 festlegen.
Durch Vorgabe des elektrischen Stromes

Iz(d/t) Ii—1Je (65n)

zur Kugelsonde legen wir eine Randbedingung fest.

An der Stelle o =0, der Grenze Plasma — Schicht,
soll die quasineutrale Dichte der Ladungstrager
gleich derjenigen im Plasma sein

n=ny (66)
und das Potential verschwinden
U=0. (67 n)

Zur Erfillung der Forderung nach Quasineutrali-
tat verlangen wir, dall mit 0 — 0 die Losung unseres
Gleichungssystems iibergeht in die quasineutrale Lo-
sung (s. auch COHEN ® und Su und Lam7)

n=1-ofos, (68 n)
dF/do=F?/(Fy 05), (69n)
F=Fy/n, (70 n)
U=FyosInn. (71n)
Hierbei haben wir die Konstanten
tJe—Ji
Fo==13 (72n)
und
1+¢
%= " Jetis (73n)
eingefiihrt.

Aus der Gl. (27) erhalten wir mit Hilfe der Bezie-
hungen (55n), (56n) und (63n), (64 n) die bei-
den Wandbedingungen

1—6e 4 1
Jo= — 10, 7 W (74 n)
1-6i /2 1 t -
Ji=— 159; 1/; 0.66 W 7 - (75n)

Bei hohen Feldern kann die Ionendiffusion gegen-
tiber der Ionendrift vernachldssigt werden. Hier-

2 1 ¢

Ji2(0) = = 135 2 1/7 .66 I °XP {—711 (% = 1)}

(61 n)

+ - 1)} (62 n)

(63 n)

(64 n)

durch reduziert sich das Differentialgleichungssystem
(57n) — (60n) um eine Ordnung. Die Wandbedin-
gung (75) fir die Ionen verliert dann ihre Bedeu-
tung und entfallt.

5.2. Numerische Integration

Das Differentialgleichungssystem (57 n) — (64 n)
kann nur numerisch gelost werden. Fiir kleine Werte
von ¢ bis zur Stelle 0 = g verwenden wir die quasi-
neutrale Losung (68 n) — (71 n). Mit den so berech-
neten Werten von n, F, U als Anfangsbedingung
starten wir eine numerische Integration unter Be-
riicksichtigung der Aufspaltung von Elektronen- und
Tonendichte. Hierzu setzen wir

ni(or) =n(gr) (76 n)
und berechnen n.(ogr) unter Verwendung der Pois-
son-Gleichung (59 n). Diese Bestimmung der La-
dungstragerdichten bei vorgegebener Raumladung
an der Stelle or verursacht einen Fehler von der
GroBlenordnung n;(or) —n.(or), der bei geniigend
kleinen Werten von g jedoch beliebig klein wird.

Mit diesen Anfangsbedingungen fir F, U, n., n;
kénnen wir bis zur Stelle o=1 an der Wand inte-
grieren und miissen dann versuchen, durch Iteration
die Wandbedingungen (74 n), (75n) zu erfiillen.
Hierzu haben wir noch eine der beiden Stromdich-
ten J., J;, die in F; und o, eingehen, zur freien
Wahl zur Verfiigung; die andere Stromdichte wird
durch den vorgegebenen Gesamtstrom / bestimmit.
Auflerdem haben wir noch einen weiteren freien
Parameter, der folgendermallen in unsere Rechnung
eingeht.

Wir betrachten die Bewegungsgleichung (58 n)
der Ionen fiir den einfachen Fall verschwindender
fo-Teilchen und schwacher Felder (a=0). Diese Si-
tuation ist gegeben in der Nahe des ungestorten
Plasmas. Die vereinfachte Bewegungsgleichung stellt
eine homogene lineare Differentialgleichung dar,
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deren allgemeine Losung sich zusammensetzt aus
einer partikuldren Losung und der allgemeinen Lo-
sung der homogenen Gleichung fiir verschwindenden
Ionenstrom J;. Die Losung der homogenen Glei-
chung

n;=A exp{ — U/t} (77n)
wiachst vom Plasma her zur Wand hin exponentiell
an.

Wir haben damit folgende Situation. Eine quasi-
neutrale Losung, die bestimmt wird durch einen
vorgegebenen Satz von Anfangsbedingungen, fachert
zur Wand hin auf in eine Mannigfaltigkeit von Lo-
sungen, die sich in der Konstante 4 der homogenen
Lésung (77) unterscheiden. Diese Auffiacherung der
quasineutralen Losung fiir n; bringt bei der numeri-
schen Integration folgendes Problem mit sich:

Wir integrieren in Richtung der Auffiacherung. Es
entsteht eine Instabilitat, kleine Anderungen der
Funktionswerte konnen die Losungskurve fiir n; ins
Unendliche wachsen lassen. Su und Lam 7 haben aus
diesem Grunde den Ionendiffusionsstrom iiberhaupt
vernachlassigt. Wir werden das Problem folgender-
mafBlen umgehen. Immer, wenn die Diffusion der
Tonen sehr gering ist im Vergleich zur Drift und da-
her diese Instabilitaten auftreten konnen, wollen wir
den Diffusionsterm als schwache Stérung der Bewe-
gungsgleichung ohne Diffusion beriicksichtigen. An-
schlieBend tiberlagern wir eine solche homogene L6-
sung der Differentialgleichung, da8 die Ionen-Wand-
bedingung (75 n) erfiillt wird.

6. Ergebnisse und Diskussion

In der Einleitung haben wir in einem Parameter-
diagramm die Grenzen der makroskopischen Modelle
»Fall hoher Tragerdichte“ und ,Kontinuumsfall*
beschrieben. Fiir einige charakteristische Punkte die-
ses Parameterdiagramms haben wir jetzt an Hand
unseres Modells Dichteverteilung und Potentialver-
teilung berechnet und die sich ergebenden Einzel-
bilder in das Parameterdiagramm eingezeichnet. Fir
die Rechnung legten wir zugrunde das Gas Helium
mit

Tonentemperatur
kTi/e=0,05eV, (78)
mittlere freie Wegldange der Ionen *
4ip=5-1073 Torr cm, (79)
Beweglichkeit der Elektronen
be p=10° Torr cm?/V sec . (80)

Lgxb
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Die mittlere freie Weglange 4. der Elektronen ver-
kniipfen wir mit der Beweglichkeit
bepzeiep/meveths (81)

wobei die thermische Geschwindigkeit durch Gl. (6)
definiert ist.

-5.75
-7.5-3

-5.47
-9.6-3

-6.93
-1.2-3

-8.61
-8.9-3

-7.22
-11.4-3

£ie

-2+ =

lg%

Abb. 2. Dichte- und Potentialverteilungen n=n/n, und U=
e U/k T als Funktion von 0= R/r fiir verschiedene Punkte im
Parameterdiagramm am Beispiel einer kugelsymmetrischen
Schicht ohne Ionisation und Rekombination. In jedem Einzel-
bild sind das Wandpotential Uw=e Uw/k Te und der Elek-
tronenstrom Je=Je¢ R/De n, angegeben. Die Zahl —3 hinter
dem Stromwert steht fiir den Faktor 10—3.
Parameter: I=0; t=0,1.

Fir die Kurven der Abb. 2 nehmen wir vollstén-
dige Absorption der Ladungstriger an der Wand an:

0,=0;=0, (82)
verschwindenden Gesamtstrom:
I1=0 (83)
und ein Temperaturverhaltnis
t=T;/T.=0,1. (84)

Wir treffen fiir die folgende Diskussion die Ver-
einbarung, die Einzelbilder durch ihre Koordinaten

* Ji stellt die mittlere freie Wegldnge fiir Impulstransport
dar, berechnet im Schwerpunktsystem. Fiir Ladungsaus-
tausch ist sie halb so groB wie die mittlere freie Wegldnge,
die sich aus dem totalen StoBquerschnitt errechnet.
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im lg R/2p —lg %;/4p-Koordinatensystem zu kenn-
zeichnen.

Bei konstanter freier Wegldnge 4; und konstantem
Sondenradius R erfolgt der Ubergang ip— 0 zum
Fall hoher Trigerdichte auf einer Parallelen zur
Winkelhalbierenden von links unten nach rechts oben.
In der Folge der Einzelbilder (0, —2), (1, —1),
(2,0), (3,1) finden wir einen Ubergang von einer
ausgedehnten Raumladungszone und einem Poten-
tialverlauf, wie er fiir den Fall hoher Trigerdichte
charakteristisch ist.

Der Ubergang 4;— 0 zum Kontinuumsfall ver-
lauft fir konstante Debye-Lange Ap und konstanten
Sondenradius R auf Parallelen zur Ordinate von
oben nach unten. In der entsprechenden Einzelbild-
folge (2,1), (2,0), (2, —1) dndern sich Potential-
und Dichteverteilung nur wenig. Allerdings nehmen
die Werte der Elektronen- und Ionendichte an der
Wand ab, so daf} die makroskopischen Wandbedin-
gungen (10), (11) verschwindender Dichte immer
mehr an Giiltigkeit gewinnen.

6.1. Vergleich mit den Rechnungen von WAYMOUTH

WayMOUTH 8 berechnet den ,,Fall hoher Tréger-
dichte* und verwendete die makroskopischen Wand-
bedingungen (4) und (6) fiir Ionen und Elektronen

mit (85, 86)

Der Einflul der Raumladung wird in diesem Modell
durch einen Potentialsprung an der Wand bertick-
sichtigt, die Debye-Lange tritt also in den Gleichun-
gen nicht auf. Fir alle Punkte auf einer Parallelen
zur Winkelhalbierenden liefert diese Rechnung nur
eine Losung.

In den Abb. 3 bis 6 stellen wir unsere Ergebnisse
der Schichtberechnung dem Ergebnis, das nach WAy-
MOUTH berechnet wurde, gegeniiber. Hierbei ver-
wendeten wir

ai:]_, ae———l.

Ji/R=1072. (87)

Sowohl beim Dichte- und Potentialverlauf (Abb.
3 und 4) als auch bei den Strom-Spannungs-Charak-
teristiken (Abb. 5 und 6) strebt die Folge unserer
Losungskurven mit abnehmenden Werten von Ap auf
die makroskopische Naherung von WAYMOUTH zu.
Der geringe Unterschied zwischen unseren Losungs-
kurven (3, 1) und denen von WaymouTH (W) bei
der Dichte- und Potentialverteilung rithrt von der
diskontinuierlichen Beschreibung der Raumladungs-
zone bei WAYMOUTH her.

K. G. MULLER UND P. WAHLE
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A
Y
V7 0-2) | |[™
(\5)// 11
3,1,/ 120)
#
5
7 [y
/ e
/
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L = i

Abb. 3. Dichte n=n/n, als Funktion von 9= R/r fiir die Para-
meter (Ig (R/lD) ’ Ig ('ll/lD))= (09 _2)1 (1’ —1)9 (29 0)’ (31 1)
im Vergleich zur Dichteverteilung (W) von WAYMOUTH.
Parameter: 1=0, t=0,1.

0.4
ohne Korrektur

P
Ay Abb. 3 a.

VergroB3erter Ausschnitt der
Ionen-Dichteverteilung (0, —2) ;
obere Kurve:

ni ohne fjo-Korrektur,
untere Kurve:

ni mit fio-Korrektur.

0.2 | / mit Korrektur

01 F

(w) 8.1

'
<l

0

1 0
Abb. 4. Potential U=e U[k T, als Funktion von o=R]/r fiir
die Parameter (lg(R/ip),lg(4i/ip)) = (0, —=2), (1, —1),
(2,0), (3,1) im Vergleich zur Potentialverteilung (W) von
WayMouTH. Die Symbole XX geben die Losung des Schottky-
schen Grenzfalles A — O wieder. Parameter: /=0; t=0,1.
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10?2

12

—_
Uy

Abb. 5. Elektronenstrom-Spannungscharakteristiken fiir die
Parameter (lg(R/ip),1g(%i/Ap))= (0, —2), (1, =1), (2,0),
(3,1) im Vergleich zur Charakteristik (W) von WAYMOUTH,
die nur durch einige Punkte () angedeutet ist. Ferner sind die
Kurven konstanter I-Werte eingezeichnet. Die gestrichelten Ge-
raden stellen die Boltzmann-Geraden dar. Parameter: t=0,1.

In unserer Elektronenstrom-Spannungscharakteri-
stik haben wir die Geraden eingezeichnet, die sich
fiir eine Boltzmann-Verteilung der Elektronendichte

ne~expleU/kT,} (88)

ergeben wiirden. Wir sehen, daf} diese Geraden nur
fiir sehr kleine Elektronenstrome mit der Charakte-
ristik iibereinstimmen, und zwar miissen die Elek-
tronenstrome um so kleiner sein, je kleiner der
Parameter 4;/1p ist.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, daf} sich
das Grenzschichtmodell ,Fall hoher Tragerdichte*
niherungsweise als Grenzfall unseres allgemeinen
Schichtmodells erwiesen hat, wenn die Debye-Linge
Ap nur geniigend klein ist.

6.2. Vergleich mit den Rechnungen von
COHEN und Su, LAM

Zu den Modellen von COHEN ¢ und Su, LaM7 ge-
langen wir durch den Grenziibergang 4. ; — 0. Dies
fihrt zu den makroskopischen Wandbedingungen
(10), (11) verschwindender Dichte. Diese Modelle
enthalten dementsprechend die mittlere freie Weg-
lange der Ladungstrdger nicht. Fiir alle Parameter
auf einer ordinatenparallelen Geraden im Parameter-
diagramm der Abb. 2 ergeben diese Rechnungen da-
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Abb. 6. Tonenstrom-Spannungscharakteristik fiir die Parameter
(lg(R/Ap), lg(%i/4D)) = (0, —2), (1, —1), (2,0), (3,1) im
Vergleich zur Charakteristik (W) von WAYMOUTH.
Parameter: ¢t=0,1.

her nur eine Losung. In einer neueren Arbeit ver-
wenden BLUE und INGOLD !® an Stelle der Wand-
bedingung (10), (11) verschwindender Dichte die
Wandbedingung (4) und (7) mit

a.=2, (89), (90)

In diesem Fall tritt eine Abhangigkeit der Schicht-
berechnung von der freien Weglidnge auf **.

In den Abb. 7 bis 9 stellen wir unsere Ergebnisse
der Schichtberechnung fiir verschiedene Werte des
Parameters 4;/ip dem Ergebnis von Su und Lam
gegeniiber. Wir wahlten

lg R/ip=2. (91)

** FETTE und HESSE (vorangehende Arbeit, S. 518 —524) be-
rechnen vereinfacht den Kontinuumsfall durch Einfiihrung
der Modellzonen: ungestortes Plasma, (quasineutrales)
Ubergangsgebiet und (Raumladungs-) Schicht. Die Grenze
Ubergangsgebiet — Schicht wird durch eine sogen. Mindest-
feldstarke festgelegt, die als charakteristische Feldstdrke
der Schicht (s. WAHLE und MULLER 12) angesehen werden
kann.

ai=2.
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Wie die Abb. 2 zeigt, andern sich die Dichtever-
teilungen mit abnehmender freier Wegliange nur un-
wesentlich. Wir haben daher diese Dichteverteilungen
nicht mehr getrennt aufgezeichnet. Bei den zugeho-
rigen Potentialverteilungen édndert sich das Wand-
potential Uy betrachtlich. Wir stellen fest, daf} die
Folge unserer Kurven mit abnehmenden Werten von
4i/2p auf die Kurven von Su und Lam (SL) zustre-
ben. Die Ubereinstimmung zwischen (2, —1) und
(SL) ist nicht besonders gut. Wir fithren dies auf
die Annahme der Boltzmann-Verteilung der Elektro-
nen bei SU und LAM zuriick.

Auch bei den Elektronenstrom-Spannungscharakte-
ristiken finden wir mit abnehmender freier Weglange
eine Annaherung an die Charakteristiken von COHEN

(C) und Su und Lam (SL). Die gestrichelten Ge-

105

(2,1)

(2-1)
(SL)

0

1 — 0

S

Abb. 7. Potential U=e U/k T¢ als Funktion von 9=R/r fiir
die Parameter (Ig(R/Ap),lg(4i/Ap))=(2,1), (2, —1) im Ver-
gleich zur Potentialverteilung (SL) von Su und Lam.
Parameter: Jj=—1,10; ¢t=0,1.

raden stellen Charakteristiken dar, die sich fiir eine
Boltzmann-Verteilung der Elektronen ergeben. Wie
im Fall hoher Trigerdichte ist die Ubereinstimmung
dieser Charakteristiken mit den Charakteristiken un-
seres Modells um so besser, je groer der Parameter
;*i/;‘D ist.

Die Charakteristik (C) erweist sich als eine brauch-
bare Naherung fiir Charakteristiken mit 4;/Ap <1071,
Deutlich treten die Abweichungen der Su-LAM-Cha-
rakteristik fiir hohere Elektronenstrome in Erschei-
nung, die auf die Annahme einer Boltzmann-Vertei-
lung der Elektronen zuriickzufiihren sind. Entspre-

K. G. MULLER UND P. WAHLE

~Uw
Abb. 8. Elektronenstrom-Spannungscharakteristik fiir die Para-
meter (Ig(R/Ap),1g(4i/Ap))= (2,1), (2,0), (2, —1) im Ver-
gleich zu den Charakteristiken (C) und (SL) von COHEN bzw.
Su und Lawm. Die Charakteristik (SL) ist durch einige Punkte
mit dem Symbol () gekennzeichnet. Ferner sind die Kurven
konstanter I-Werte eingezeichnet. Die gestrichelten Geraden
stellen die Boltzmann-Geraden dar. Parameter: t=0,1.

chende Abweichungen zeigen sich auch bei der Ionen-
strom-Spannungscharakteristik der Abb. 9.

15

05+~

Abb. 9. Tonenstrom-Spannungscharakteristik fiir die Parameter

(Ig(R/ip), lg (%i/ip)) = (2, 1), (2,0), (2, —1) im Vergleich

zu den Charakteristiken (C) und (SL) von COHEN bzw. Su
und Lam. Parameter: t=0,1.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, daf} sich
die Modelle von COHEN und Su, LAM als Grenzfalle
unseres Schichtmodells ergeben haben, wobei die
Rechnungen von Su, LaM wegen der Annahme der
Boltzmann-Verteilung der Elektronen nur fiir sehr
hohe negative Wandpotentiale richtige Ergebnisse
liefern.
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6.3. EinfluBB der Elektronenreflexion

In Abb. 10 ist die Abhingigkeit der Elektronen-
strom-Spannungscharakteristik von der Elektronen-
reflexion am Beispiel der Parameter

(Ig(R/4p), 1g(4i/ip)) = (2,0)

—_—
.Uw

Abb. 10. Einflul der Elektronenreflexion (Reflexionskoeffizient
de) auf die Elektronenstrom-Spannungscharakteristik. Die ge-

strichelten Geraden stellen die Boltzmann-Geraden dar.
Parameter: (Ig(R/Ap),1g(4i/Ap))=(2,0); t=0,1.

wiedergegeben. Durch die Aufspaltung der Geschwin-
digkeitsverteilungen in f; und f, ist es in unserem
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Modell méglich, die elastische Reflexion exakt zu be-
riicksichtigen. Die Reflexion tritt in der Form eines
Faktors (1—0,)/(1+9,) in der Wandbedingung
(74) und dem Korrekturterm der Bewegungsglei-
chung (57) auf. An die Charakteristiken in Abb. 10
haben wir wieder die gestrichelten Geraden einge-
zeichnet, die einer Boltzmann-Verteilung der Elektro-
nen entsprechen. Erwartungsgemall stimmen diese
Geraden mit den Charakteristiken um so besser iiber-
ein, je grofler der Reflexionskoeffizient ist. Starke
Reflexion bedeutet namlich eine nur schwache Sto-
rung der isotropen Geschwindigkeitsverteilung, und
Isotropie ist Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der
Boltzmann-Verteilung.

In den bisher vorliegenden makroskopischen Mo-
dellen wird die Elektronenreflexion nur von DAvy-
pov und ZMANOVSKAJA ? in den makroskopischen
Wandbedingungen beriicksichtigt.

Auf eine Untersuchung der Ionenreflexion verzich-
ten wir hier.

6.4. EinfluB der f,-Korrektur

Bei der numerischen Integration ergab sich, daf}
der EinfluB der f,-Teilchen bei den Ionen nur die
Tonendichte unmittelbar vor der Wand verandert (s.
Abb. 3 a), die iibrigen Grofen der Schicht bleiben
ohne EinfluB. Schon Su und LaM? stellten fest, dal}
der genaue Verlauf der Ionendichte unmittelbar vor
der Wand ohne Einflu} ist auf die iibrigen Gréfen
der Schicht.

Die Elektronenkorrektur fiihrt zur Wandbedingung
(74) . Durch diese Wandbedingung und den Gesamt-

strom werden bei einer Integration mit vorgegebener

Ai

R _ —
(lg ~1; , 1g *}.5) —Ji —Je new niw —Ew —Uw Ge
3,1) 7,89-10-3 1,09 1,67-10—4  943-10—% 2700 8,00
3,00-10—4  943-10~%  270,0 8,01 1,11
2,1) 745-10-% 1,03 1,60-10—%  563-10-2 602 5,75
2,90-10~*  563-10~2 604 578 1,09
(2,0) 857-10~% 1,19 1,85-10—4  2,82-10—% 59,3 7,73
2,69-10—¢  282-10~2 593 7,73 1,35
1,0) 9,60-10-3 1,33 2,03-10~%  1,66-10—! 152 547
3,44-10~%  1,66-10—1 152 548 1,18
(3, —1) 8,85-10-3 1,23 1,87-10~5 21510~ 59,6 8,61 Tab. 1. Vergleich eini
- _ s A gleich einiger
1,69-10~° 2,15-10~* 59,6 8,61 2,22 Plasmaeigenschaften an
a, —1) 1,12:10~2 1,55 2,39-10—4  1,04-10—1 168 6,93 Jder Wand, berechnet aus
2,63-10—4 1,04-101 16,8 6,93 1,80  dem mikroskopischen Mo-
a1, —2) 1,14-102 1,58 2,51-10—3 9,38-10—2 17,1 7,22 dell (jeweils obere Reihe)
2,07-10—3 9,38-10—2 17,1 7,22 2,34  und dem makroskopischen
(0, —2) 1,77-10—2 2,45 3,94-10-4  348-10—1 75 5,90 Modell mit angepabGten
351-10~*  348-10—1 75 590 213 WertenvonJo, Jibzw. a

(untere Reihe).
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Abb. 12. Berechneter ae-Koeffizient als Funktion des Reflexions-
koeffizienten J¢ fiir verschiedene Gesamtstrome I. Parameter:
(Ig(R/ip), 1g(%i/Ap)) = (2, 0) ; t=0,1.

Anfangsbedingung der Elektronenstrom J. und der
Ionenstrom J; festgelegt. Wir haben mit den so er-
mittelten Werten von J,, J; eine vereinfachte Rech-
nung unter Vernachlassigung von f, durchgefiihrt
und die Ergebnisse mit den Resultaten der exakten
Rechnung verglichen (s. Tab. 1). Es zeigt sich eine
recht gute Ubereinstimmung zwischen diesen beiden
Rechnungen. Damit lassen sich also die Ergebnisse
unseres mikroskopischen Modells reproduzieren mit
Hilfe einer makroskopischen Berechnung bei vorge-
gebenem Wertepaar J., J;. Dieses Wertepaar muf}
natiirlich vorher aus der mikroskopischen Theorie er-
mittelt werden. Wir koénnen jedoch dieses Wertepaar
auch ersetzen durch den Gesamtstrom / und den Ko-
effizienten o, der Wandbedingung fiir die Elektronen.
Den Einfluf} der verschiedenen Parameter auf diesen
Anpassungskoeffizienten a, zeigen die Abb. 11 — 14.
Es zeigt sich, da} die a.-Werte im wesentlichen zwi-
schen 1 und 2 liegen. Weiter sehen wir, daf sich
die beiden Falle der halben und vollen Maxwell-Ver-
teilung, wie sie durch Gln. (8) und (9) charakteri-
siert sind, als Spezialfalle unseres Modells ergeben.

Abb. 11. Kurven konstanter Werte des berechneten ae-Koeffi-
zienten. Der gestrichelte Teil einzelner Kurven gibt den ver-
mutlichen Kurvenverlauf an. Parameter: t=0,1; a) I1=0;
b) 1=0,2; ¢) I=04.

18 E. BLUE u. J. H. INcoLD, Plasma Physics 10, 899 [1968].



